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MATHEMATICS 
ENSEMBLES CONVEXES DANS LES ESPACES VECTORIELS 
SUR UN CORPS VALUE 
PAR 
A. F.MONNA 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of September 27, 1958) 
La theorie des espaces normes sur un corps muni d'une valuation 
non-archimedienne a ete deja etudiee dans un nombre d'articles 1). Dans 
cet article nous considerons les espaces vectoriels sur un tel corps; on ne 
suppose done pas que l'espace est norme. 
D'abord on introduit la notion de semi-norme non-archimedienne. 
Puis on definit une classe d'ensembles qui presente une certaine analogie 
avec les ensembles convexes dans les espaces vectoriels sur le corps des 
nombres reels. Enfin on etudie les relations entre les semi-normes non-
archimediennes et les ensembles ainsi definis. Les resultats obtenus 
ressemblent aux proprietes des ensembles et des corps convexes dans les 
espaces vectoriels reels 2). 
Dans tout ce qui suit on suppose que la valuation du corps K n'est 
pas impropre. 
l.l Soit E un espace lineaire sur le corps K, muni d'une valuation 
non-archimedienne. On sait qu' une semi-norme est une fonction reelle finie 
p(x), definie dans E, satisfaisant aux axiomes suivants: 
(1) 
(2) 
p(itx) = jA.jp(x) pour tout x E E, A. E K, 
p(x+y);;;;;p(x)+p(y) pour tout x,yEE. 
Nous supposons que p(x) ne soit pas identiquement egale a zero. Sup-
posons maintenant qu'il n'existe aucun x, y E E tel qu'on ait 
(3) p(x+y);;;;;max (p(x), p(y)), p(x)*O, p(y)*O. 
On a alors pour tout x, y, p(x) * 0, p(y) * 0, 
max (p(x), p(y))<p(x+y);;;;;p(x)+p(y). 
En particulier, si x est tel que p(x) * 0, 
p(x)=max (p(x), p(x))<p(2x)= j2j·p(x), 
1) Voir A. F. MoNNA. Surles espaces normes non-archimediens I, II, III et IV. 
Proc. Kon. Ned. Akad. van Wetensch. 59, 475-483, 484-489 (1956); 60, 459-467, 
468-476 (1957). On y trouve d'autre litterature. 
2) Voir N. BoURBAKI, Espaces vectoriels topologiques. Act. sc. et. ind. 1189. 
Paris 1953. 
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done 1 < j2j. Plus general 1 < jnj pour tout entier n. II s'ensuit que la valu-
ation de K est archimedienne, d'ou une contradiction. 
On peut done distinguer deux cas: 
1° l'inegalite (3) est vraie pour tout x, y E E; 
2° il existent des x, y E E tels que (3} est fausse. 
Dans ce qui suit nous considerons exclusivement le premier cas et nous 
dirons alors que E est un espace vectoriel non-archimedien. p(x) sera 
appelee une semi-norme non-archimedienne (abbrege: n.a.). 
1.2. Soit E un espace vectoriel sur le corps value K et supposons qu'il 
existe dans E une semi-norme n.a. p(x), non-identiquement nulle. Alors 
la valuation de K est non-archimedienne. En effet, soit x E E tel que 
p(x) # 0. On a alors 
j2j·p(x)=p(2x)~max (p(x), p(x)), 
d'ou j2j ~ 1 et plus general jnj ~ l. On sait qu'il s'ensuit que la valuation 
est non -archimedienne. 
1.3. II suit de (1) que p(O)=O. Alors p(x)~O pour tout x EE puisque 
O=p(O)~max (p(x), p( -x)) 
et 
On a encore 
p( -x) = j-1jp(x) = p(x). 
p(x+y)=max (p(x), p(y)) 
p(x)#p(y). 
si 
2.1. Soit E un espace vectoriel sur K et supposons qu'il existe sur E 
une semi-norme n.a. p(x), pas identiquement nulle. Afin d'arriver a une 
definition d'une classe d'ensembles, analogue aux ensembles convexes 
dans les espaces vectoriels reels, etudions d'abord !'ensemble A des points 
x E E pour lesquels p(x) < l. Cet ensemble a les proprietes suivantes. 
2.2. Puisque p(x)=p(-x), A est symetrique, c.a.d. x EA entraine 
-xEA. 
2.3. x E A, yEA entrainent 
Ax+J-lY E A 
pour tout A, J-l E K tels que !.AI~ 1, I# I~ l. 
En effet 
p(J..x+ #Y) ~max (j.Ajp(x}, 11-liP(Y)) < l. 
2.4. A est absorbant. Cela veut dire que pour tout y E E il existe un 
IX> 0 tel que y E J.A pour tout J. E K avec J.AI ~IX. lei, par definition, J.A 
est !'ensemble des points .Ax ou x parcourt A. 
Si p(y)=O, et done yEA, on peut prendre par exemple IX= l. Si alors 
x=J.-1y,y=AX on a aussi p(x)=O, done xEA et yEJ.A. 
Soit p(y)=~X>O. Prenons <5>0 et j.?.j~~X+b. Si alors x=J.-1y on a 
p(x) = j.Aj-Ip(y) ~ tx~t5 < 1, 
done x E A et y E AA. 
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2.5. Les ensembles A.A. forment une suite croissante, c.a.d. AA C p,A 
si lA I~ I# I· 
On peut evidemment supposer f.t 'I= 0. Soit alors donne X E A et posons 
y = Ap,-1x, done A.x = p,y. On a IAp,-1 1 ~ l et done en vertu de 2.3. y E A. ll 
s'ensuit AX E p,A et done AA C p,A. 
2.6. Quelque soit A e K, A"/=0, l'ensemble A.A. est identique a l'ensemble 
des X E E satisfaisant a p(x) < lA I. 
Soit y E A.A. n existe done X E A tel que y=Ax et par suite 
p(y) = IAip(x) < lA I. 
Si, inversement, z satisfait a p(z) < lA I, on a 
IAI-1p(z) <I, 
p(A-'lz)< l, 
done A.-1z E A, z E A.A. 
2.7. Considerons encore !'ensemble A, determine par la semi-norme 
n:.a. p(x). Soit donne y e E et considerons l'ensemble des A. E K tels que 
y E A.A. En vertu de 2.4 cet ensemble n'est pas vide. Posons 
inf JA.I=O. 
veAA. 
Il y a une relation simple entre p(y) .et 0. Pqur l'obtenir il faut distinguer 
deux cas. 
1 o. La valuation de K est dense. 
Quelque soit IA.I>O on a y eU, done p(y)<IAI. Puisque la valuation 
est dense il s'ensmt p(y)~O. 0=0 entrame done p(y)=O et ensuite nous 
supposons done 0¥=0. Quelque soit lA I <0 on a alors y ¢ AA, done p(y)~ IAI, 
ce qui entralne, la valuation etant dense, p(y) ~0. On a done p(y) =0 
ou bien 
(4) p(y) = inf lA. I. 
!IEAA 
Remarquons qu'il n'existe pas A E K dont la. valeur lA I est egale a cette 
borne inferieure. En effet, supposons 
inf lA I= IA.ol, Ao E K. 
!IEAA ' 
Alors il existe x E A.tel que y=A.ox et p(x)< l. Puisque la valuation de K 
est dense, il existe A. E K, lA I> l tel que 
p(A.x) = IA.Ip(x) < l, 
done, en posant x' =Ax, x' EA. On a done 
y=AoA.-1x', x' EA. 
Or on a 
1¥-11 = IA.oi·IA.I-1 < IA.ol, 
de sorte que IA.ol ne fftt pas la borne infeneure des valeurs de IAI pour 
lesquels y E A.A., d'ou une contradiction. 
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2°. La valuation de K est discrete. Supposons que les valeurs des 
elements de K sont les puissances du nombre e > 1. La relation est alors 
un peu moins simple. 
Puisque la valuation de K est discrete il existe A0 E K tel que 0 = j.i.0 j. 
Soit l.i.ol = ek. Pour lA. I= IA.ol on a alors y E J.A, done p(y) < IA.ol· Pour 0 = 0 
on a y = () et p(y) = 0, de sorte qu'il suffit de considerer le cas 0 # 0. Quelque 
soit l.i.l < l.i.ol on a y ¢ J.A, done p(y);;;; j.i.j. La valuation de K etant discrete 
il s'ensuit 
Par consequent on a 
ou bien 
(5) 
p(y) ;;;;ek-1. 
ek-1;;;; p(y) < ek, 
e-1 inf IJ.I;;;;p(y)< inf IA.J. 
1/EAA 1/EAA 
Remarques. 1. Designons par wk !'ensemble des nombres IA.I, 
A. E K, et par wp !'ensemble des nombres p(x) ou X parcourt E. Si la semi-
norme n.a. satisfait a la condition supplementaire 
(6) 
la relation (5) devient 
(7) p(y) = e-1 inf l.i.l. 
1/EAA 
La cause de la difference entre les relations (4) et (7) est evidente: dans 
le cas d'une valuation discrete et en supposant (6), !'ensemble A, determine 
par p(x) < l, est identique a I' ensemble des X E E tels que 
(8) 
Si, au lieu de considerer A, on part de l'ensemble p(x)<e, on arrive aussi 
a la formule ( 4) dans le cas de la valuation discrete. Sous la condition 
supplementaire (6) on obtient done le meme resultat dans les deux cas. 
2. Les resultats des numeros precedents jusqu'a 2.6 restent en prin-
cipe les memes si, au lieu de A, on prend comme point de depart !'en-
semble A o determine par p(x);;;; 1. Si la valuation est dense le resultat de 
2.7 subsiste encore. Cependant, au lieu de (5) on obtient 
(9) e-1 inf l.i.l <p(y);;;; inf l.i.l 
11£AA' !1£AA0 
et, sous la condition (6), cette relation devient 
p(y) = inf l.i.l 
11£AA' 
ce qui, en vertu de (8}, est d'accord avec la remarque 1. 
3.1. Dans les espaces vectoriels reels on connait une relation entre les 
ensembles convexes et les semi-normes. Il s'agit maintenant de chercher 
une relation analogue dans les espaces non-archimediens. On verra qu'on 
peut definir une classe d'ensembles par des proprietes geometriques telle 
qu'a chaque ensemble de cette classe correspond une semi-norme n.a. 
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Soit E un espace vectoriel sur le corps K, muni d'une valuation non-
archimedienne. Des lors nous ne supposons pas qu'il existe sur E des 
semi-normes n.a. On verra que !'existence des semi-normes n.a. est liee a 
!'existence de certains ensembles dont voici Ia definition. 
Definition. 1. Un ensemble 0 dans E possede la 'JYT"Opriete (0) si 
x E 0, y E 0 entra£nent Ax+ flY E 0 pour tout lA. I, ifll ~ 1. 
2. Un ensemble 0 dans E sera appele K-convexe si 0 possede la 'JYT"Opriete 
(0) ou bien peut se mettre sous la forme 
0=x0 +0* 
ou 0* possede la 'JWO'JYT"iete (0) et x0 est un vecteur fixe de E. 
3. Un ensemble S dans E sera appele un corps K-convexe si S est 
absorbant et K -convexe ou bien peut se mettre sous la forme 
S=x0 +S* 
ou S* est K -convexe et absorbant. 
Lea ensembles qu'on a etudies dans ce qui precede, et qui etaient 
determines par une inegalite p(x) <I ou p(x) ~I, en supposant qu'il 
existe dans E une semi-norme n,a., sont des corps K-convexes. 11 s'agit de 
montrer que Ia relation entre ces corps et les semi-normes n.a. est reci-
proque. Faisons d'abord quelques remarques concernant cette definition. 
Remarques. 1. Dans les espaces vectoriels sur le corps des nombres 
reels on definit, comme on sait, les ensembles convexes 0 comme les 
ensembles tels que x, y E 0 entrainent A.x +flY E 0 quelque soient les 
nombres reels non negatifs tela que A.+ fl = I. Dans notre cas, ou les 
coefficients appartiennent a un corps quelconque K, on ne peut pas 
reprendre cette definition. Or, dans un espace norme sur K, il sera tout 
naturel d'appeler ,convexe" Ia boule llxll ~r, et chaque boule situee dans 
un sous-espace lineaire. Ces boules possedent Ia propriete (0) enoncee dans 
la partie Iere de Ia definition. C'est pour cela que nous avons pris cette 
propriete comme point de depart de notre definition. 
2. Cherchons les consequences de la definition quand on Ia considere 
dans les espaces vectoriels sur le corps des nombres reels. Par lA. I on entend 
alors la valeur abso~ue ordinaire. On voit que les ensembles qtri possedent 
la propriete (0) sont symetriques et convexes au sens ordinaire. 11 s'ensuit 
que, si X et y appartiennent a 0, x+y et x-y appartiennent a 0 et par 
suite aussi nx pour tout entier n. Puisque 0 est convexe au sens ordinaire, 
on en tire que, plus general, J.x E 0 pour tout A. reel. Chaque ensemble 
possedant Ia propriete (0) est done un espace lineaire et les ensembles 
K -con vexes deviennent alors les varietes lineaires. Done dans les espaces 
vectoriels reels Ia definition ne conduit pas a des ensembles remarquables. 
Notons que dans les espaces sur K il est aussi vrai que nx E 0 pour n 
entier, mais on ne peut pas en conclure que ).x E 0 pour tout A. E K. 
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3. Dans les espaces vectoriels topologiques reels on appelle parfois 
un corps convexe un ensemble convexe ferme ayant un point interieur 3 ). 
Nous n'avons rien suppose quant a la topologie de sorte qu'il n'est pas 
possible d'ajouter une condition de caractere topologique dans notre cas. 
3.2. Tout ensemble ayant la propriete (0) contient () et est symetrique. 
C'est une consequence immediate de la definition. 
3.3. L'intersection d'une famille d'ensembles ayant la propriete (0) 
a la propriete (0). C'est evident d'apres la definition. 
3.4. Soit 0 un ensemble K-convexe, done 
0=x0 +0* 
ou 0* a la propriete (0). Alors l'image de 0 par homothetie de centre x0 
et de rapport a E K est K-convexe. C'est une consequence immediate 
de la definition. 
3.5. Soient E et F deux espaces vectoriels sur le meme corps K, 
toujours muni d'une valuation non-archimedienne. Soit T une transfor-
mation lineaire de E dans F. Alors l'image T(O) de chaque ensemble 
K-convexe 0 deE est un ensemble K-convexe dans F. Soit en effet 
0=x0 +0*. 
On a alot'S 
T(O) =T(x0 ) +T(O*) 
et on verifie sans peine que T(O*) a la propriete (0). 
3.6. Soit 0 un ensemble K -convexe, done 
0=x0 +0*. 
Soit Yo E 0 et 
O'=Yo+O*. 
Montrons qu'on a alors 0' =0. 
Il existe z E 0* tel que y0 = x0 + z. Soit alors x E 0. On a 
X= Xo + Y =Yo+ Y- Yo+ Xo 
=Yo+Y-Z (y E 0*). 
D'apres la definition on a y- z E 0* de sorte que x E 0' et done 0 C 0'. 
On montre de la meme fa\)on: 0' CO. On a done en effet 0=0'. Etant 
donne un ensemble K-convexe, chaque point de cet ensemble peut done 
servir a centre de cet ensemble. 
Il s'ensuit en particulier que chaque ensemble K-convexe contenant () 
possede Ia propriete (0). 
3.7. Chaque ensemble absorbant A contient e. 
Si A est absorbant il existe, d'apres la definition, un nombre lX ;;s 0 tel 
que() EAA pour tout I.AI;;slX. 
Si lX < l, on a done () E .AA pour tout I A. I = l, en particulier pour .A= l 
de sorte que () E A. 
3 ) Voir BouRBAKI, p. 72, definition 4. Notons que chaque ensemble contenant 
(} comme point interieur est absorbant. 
35 Series A 
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Par la methode suivante on peut reduire a ce cas la situation ou IX~ 1. 
So it I A.0 I ~IX et done () E AoA. So it A.1 E K quelconque tel que I~ I < I A.o I et 
posons p, = ~A.0 1• On a alors 
p,O=e E ~A.o- 1A.oA=~A, 
done () E A.1A. 
En combinaison avec 3.6 on obtient la propriete suivante: chaque 
corps K-convexe absorbant possede la propriete (0). 
3.8. Soient 01 et 0 2 des ensembles K-convexes dont !'intersection 
0 =01 n 0 2 n'est pas vide. Alors 0 est K-convexe. Soit x0 E 0. D'apres 
3.6 on peut ecrire 
0 1 =x0 +0i, 
0 2 =x0 +0i, 
ou Oi et o; possedent la propriete (0). On a alors 
0 1 n 0 2 =x0 +0i no;. 
En effet si x E 0 on a 
done, en posant X- Xo = u, on a X= Xo + u, ou u E Oi n o;. Inversement, si 
x=x0 +y, y E0i n Oij 
on a x E 0 1 n 0 2• Alors, puisque Oi et Oi possedent la propriete (0), il 
suit de 3.3. que Oi n Oi la possede egalement d'ou il suit que 0 est K-
convexe. 
3.9. Si S1 et S2 sont absorbants et ont une intersection non-vide, alors 
!'intersection est aussi absorbante. 
Etant donne x E E, il existe IX> 0 et f3 > 0 tel que x E A.S1 pour I A. I ~IX et 
xEp,S2 pour IJ-tl~/3. Si IX~/3, il s'ensuit xEA.S1 nA.S2 =A.. S1 nS2 pour 
lA. I ~IX, de sorte que s1 n s2 est absorbant. 
Consequences. 1. L'intersection d'une famille de corps K -con vexes 
est un corps K -convexe. 
2. L'intersection d'un corps K -convexe et d'une variete lineaire est 
un ensemble K -convexe. 
3.10. Soit donne un corps K-convexe S, contenant 0. Nous allons voir 
qu'il existe alors dans E une semi-norme n.a. 
Remarquons qu'on montre comme dans ce qui precede (2.5) que les 
ensembles A.S forment une suite croissante. Posons maintenant 
(10) p(x)= inf IA.I, x EE, A.#O. 
o:E.lS 
Nous allons voir que p(x) est une semi-norme n.a. Montrons d'abord 
qu'on a 
p(x+y)~max (p(x), p(y)). 
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Supposons p(x) ~p(y). D'apres la definition on a 
(11) p(x)= inf 11.1, 
~ 
(12) p(y) = inf IlL I· 
'UE,..S 
ll existe /., 1L E K tel que x = ~0, y =#Yo et x0, Yo E S. Puisque p(x) ~ p(y) 
on peut supposer I /.j ~ ilL I· Posons alors 
done 
z=J.-1(x+y), 
z = J.-l(J.xo +#Yo) 
=xo+A-1/LYo· 
Puisque ji.-1/LI ~ 1 on en tire z E S. ll existe done z E S tel que 
x+y=l.z. 
En vertu de (10) et (11) ceci entraine 
p(x+y)~p(x)=max (p(x), p(y)). 
n reate a montrer qu' on a 
p(l.x) = IJ.Ip(x) (/. E K). 
C'est une simple consequence de la relation 
p(tXX) = inf IJ.I, 
®:EAS 
puisque x E AS entraine ~XX E ~XAS. 
Quand le corps K-convexe S ne contient pas 0, done quand S est de 
la forme 
S=x0 +S*, 
on arrive par cette construction a une fonction p(x-x0 ). 
3.11. A chaque corps K-convexe S contenant 0, il correspond ainsi 
une semi-norme n.a. p(x). La question se pose maintenant s'il est possible 
de caracteriser S par cette semi-norme. 
Supposons que p(x) < 1 pour un x E E. La definition de p(x) entraine 
alors X E AS pour tout IJ.I= 1, done il existe Xo eS tel que X=Axo· n s'ensuit 
XES. 
Soit, inversement, xES. Alors x E /.S pour tout 11.1 ~ 1 et done p(x) ~ 1. 
En conclusion, avec une notation claire par elle meme, 
(13) (x; p(x) < 1) C S C (x; p(x)~ 1). 
On sait que dans les espaces vectoriels topologiques sur le corps des 
nombres reels on peut renforcer cette relation. Dans ce cas il y a identite 
entre les corps convexes symetriques - ce sont la par definition des 
ensembles fermes 4) - et les ensembles determines par l'inegalite p(x) ~ 1, 
p etant une semi-norme. 
') Comparer Ia note 3. En introduisant dans E une topologie au moyen de Ia 
sem.i-norme p, tel qu'on le fait dans les espaces localement convexes, on peut 
montrer que les ensembles (x; p(x)< 1) et (x; p(x) ~1) sont tous les deux ouverts 
et fermes. 
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D'apres 3.2 et 3.6 les corps K-convexes 8, dont nous avons suppose 
ici qu'ils contiennent 8, sont symetriques. Mais, comme il ne s'agit jusqu'ici 
que des espaces vectoriels sans aucune supposition concernant la topologie, 
on n'a rien suppose en ce qui concerne le caractere topologique des ensem-
bles 8. Sans. d'autres conditions, imposees a 8, on ne peut done pas 
s'attendre a une possibilite de montrer l'identite de 8 a un des ensembles 
qui selon (I3) enferment 8. 
Dans le cas d'une valuation dense de K le resultat suivant donne une 
certaine reponse. Posons 
(I4) 
(I5) 
Ap=(x; p(x)<I), 
A~=(x;p(x)~I). 
Supposons que le corps K-convexe 8, contenant 8, satisfait de plus a la 
condition suivante: 
Quelque soit x E 8 il existe A E K, Ill> I tel que J.x E 8. 
Cette relation entraine qu'on ne peut avoir p(x) =I pour aucun point 
de 8. Supposons en effet x E 8 et p(x) =I. Quelque soit 1.1.1 <I on a alors 
x ¢ .1.8 ou J.-1x ¢8. Or on a IJ.-11 >I, d'ou une contradiction. On en conclut 
que, s'il existe un corps K-convexe contenant () satisfaisant a cette con-
dition, il sera necessairement identique a !'ensemble Ap. Cependant, il 
faut encore montrer que ce dernier ensemble satisfait en effet aux con-
ditions. 
D'apres ce qui precede AP est un corps K-convexe contenant 8 et il 
reste done a verifier que Ap satisfait a la condition ajoutee. C'est une 
consequence de la supposition que la valuation de K soit dense. En effet, 
soit p(x) =a< I; on peut evidemment supposer que a# 0, le cas a= 0 
etant trivial. Choisissons alors A E K tel que I< Ill <a-1, ce qui est possible 
puisque la valuation de K est dense. La relation p(J.x) = lllp(x) entraine 
alors p(J.x) <I, done J.x E AP. Pour tout x E AP il existe done bien Ill> I 
tel que J.x E AP. 
En general ce resultat n'est plus vrai si la valuation de K est discrete. 
Supposons qu'on a Wp C Wk. Alors !'ensemble Ap ne satisfait pas a la 
condition ajoutee. Dans ce cas la condition p(x) <I equivaut ala condition 
p(x)~e-1 • En prenant alors x E E tel que p(x)=e-1, done x E AP, il n'existe 
pas 1.1.1 >I tel que p(J.x) <I. En effet, e est la plus petite valeur de 1.1.1 >I. 
Cependant dans ce cas on a 
p(J.x) = l.l.lp(x) =ee-l= I 
de sotte que AX n'appartient pas a Ap. 
Si Wp C Wk, il n'existe done pas un corps K-convexe contenant e, 
satisfaisant a la condition ci-dessus, dans le cas d'une valuation discrete 
de K. La question d'un renforcement de (I3) se reduit dans ce cas au 
probleme de donner des conditions sous lesquelles 8 est identique a 
!'ensemble A~, un probleme qui reste ouvert. 
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Mentionnons enfin le cas trivial oilS est identique a l'espace E entier. 
Alors la semi-norme n.a. p(x) est identiquement nulle et les trois ensembles 
dans (13) sont identiques. 
3.12. D'apres 3.10 a chaque corps K-convexe S, contenant 0, il 
correspond une semi-norme n.a. p(x). Puis nous avons etabli dans 3.11 
une relation qui, en un certain sens, caracterise S au moyen de la semi-
norme p(x) ainsi construite. La question se pose si parS une semi-norme 
n.a. est uniquement determinee. Quant a cela on a .le resultat suivant. 
II faut distinguer deux cas selon que la valuation est dense ou discrete. 
II est remarquable que de nouveau le cas de la valuation dense donne un 
resultat plus precis que le cas de la valuation discrete. 
1°. La valuation est dense. 
En designant par p(x) la semi-norme definie dans 3.10, on a d'apres 3.11 
(16) .A, c s c .A~. 
Alors on a: 
Si q(x) est une Bemi-norme n.a. telle qu'on a 
(17) .Aq c s c .A~, 
on a p(x) =q(x) po'Ur tout x e E (pour la notation voir (14) et (15)). 
D'apres 2.7 on a 
(18) q(x) = inf Ill= inf Ill . 
.u. .u•. 
Puisque S C .A~ il s'ensuit en tenant compte de la definition de p(x) 
p(x)= inf Ill~ inf IA.I=q(x) 
ZEAB a:EU01 
done p(x) ~q(x). 
Puisque .A11 C S on trouve de la meme fa<;on p(x);;;:;;q(x). II en resulte 
done p(x) = q(x). 
2°. La valuation est discrete. 
Soit encore q(x) une semi-norme telle qu'on a (17). Au lieu de (18) on 
a alors les inegalites (5) et (9). On arrive dans ce cas aux inegalites 
(19) e-1p(x);;;:;;q(x);;;:;;p(x). 
Dans le cas d'une valuation discrete de K un resultat plus precis ne 
semble pas possible sans imposer d'autres conditions aS (rappelons que 
S est un corps K-convexe contenant ()). On le voit par l'exemple suivant. 
Supposons qu'on a 
S=(x;p(x);;;:;;1) 
et 
Posons 
q(x) = e-lp(x). 
q(x) est aussi une semi-norme n.a. Comme on a deja remarque, !'ensemble 
Aa est alors identique a !'ensemble 
(x; q(x);;;:;;e-1) 
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done a !'ensemble 
(x; eq(x)~ 1)= (x; p(x)~ 1). 
On a done 
S=(x;q(x)<I), 
de sorte que q(x) est une semi-norme n.a. telle que la relation (17) est 
satisfaite. On en conclut que, etant donne un corps K -convexe conte-
nant (), une semi-norme n.a. n'est pas uniquement determinee par la 
relation (17) dans le cas d'une valuation discrete de K. 
Indiquons encore que dans ce cas on peut tirer de (I9) la conclusion 
suivante. Supposons qu'on a x €f. S et p(x) = 1. Alors on a aussi q(x) = 1. 
Sinon, on aurait q(x)<1 en vertu de (19) et done xES d'apres (17). Il 
s'ensuit la propriete suivante (qui est triviale dans le cas d'une valuation 
dense de K en vertu de l'unicite de la semi-norme n.a. dans ce cas): 
SiS= (x; p(x)< I), on a S=(x; q(x)< I) quelle que soit la semi-norme n.a. 
q(x) telle que (17) est satisfaite. 
3.13. D'apres 3.9 !'intersection d'un corps K-convexe et d'une variete 
lineaire est un ensemble K -convexe. Il est evidemment toujours possible 
de prolonger un ensemble K-convexe a un corps K-convexe, a savoir 
l'espace tout entier. Cependant nous allons voir qu'il est possible de 
prolonger chaque ensemble K -convexe d'une fa9on non triviale a un 
corps K -convexe en supposant qu'il existe dans E un corps K -convexe. 
D'apres ce qui precede cette supposition equivaut a la supposition qu'il 
existe sur E une semi-norme n.a. p(x). 
On a la propriete suivante. 
Soit E un espace vectoriel sur le corps K, muni d'une valuation n.a., et 
supposons qu'il existe surE une semi-norme n.a. p(x). Soient 0 un ensemble 
K-convexe et u €f. a. Designons pour z fixe par A(z; e) l'ensemble des X E E 
tels que p(z-x)<e. Supposons qu'il existe e>O tel que l'intersection 
A(u; e) f1 a 
soit vide. Alors il existe un corps K -convexe S tel que 0 C S et u €f. S. 
On peut supposer evidemment que () E 0. Soit alors s la reunion des 
ensembles A(x0 ; e) ou x0 parcourt 0: 
S= u A(x0 ; e). 
:t,EO 
Nous allons voir que S est le corps K-convexe cherche. Soient 
X E A(xo; e), y E A(yo; e) 
x0 EO, Yo EO. 
Il faut alors considerer 
z=J..x+p,y 
et montrer qu'on a z E S pour tout JJ..l ~ 1, I t-tl~ 1. Posons pour cela 
Z0 = Axo + f.lYo 
pour JJ..J~1, JpJ~l. Puisque 0 est K-convexe et contient ()on a d'apres 
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3.6 Zo e 0. Considerons I' ensemble 
.E(xo, Yo)= u .A(zo; e). 
IAI:!Ol 
lpi:!Ol 
On a .E(x0 , y0 ) C S. Je dis qu'on a z e .E(x0 , y0 ), done z e S. En effet, on a 
d'ou il suit 
done 
z- z0 = A.(x- x0 ) + p,(y- Yo) 
p(z-z0)~max (JA.jp(x-x0), lt-tlP(Y-Yo))<e, 
ze.A(Zo;e), ze.E(x0,y0). ~ 
S possede done la propriete (0) et est done un ensemble K-convexe. 
On a evidemment 0 C S. Puisque () e 0, on a() e S. En vertu de la definition 
deS !'ensemble .A(O; e) est done contenu dans S. Or .A(O; e) est absorbant 
(voir 2.4) done aussi S. ll s'ensuit que S est un corps K-convexe. I1 reste 
a demontrer que u f/: S. Si, au contraire, u e S il existe x0 e 0 tel que 
u e.A(xo; e) 
done p(u-x0 )<e. Il s'ensuit aisement (voir aussi 3.6) 
.A(u; e)=.A(xo; e) . 
.A(u; e) est done un des ensembles dont S est la reunion, de sorte que 
!'intersection ·de .A(u; e) et 0 ne fftt pas vide, d'ou une contradiction. 
4. Jusqu'ici nous avons considere des espaces vectoriels sans aucune 
supposition concernant une topologie sur ces espaces. Supposons main-
tenant que E est un espace vectoriel topologique sur le corps K, muni 
d'une valuation n.a. Dans ce cas on peut montrer une reciproque de la 
propriete, exprimee dans 3.2 .. On a la propriete suivante. 
Ohaque ensemble K -convexe, ferme et symetrique, contient () et, en vertu 
de 3.6, possede done la propriete (0). 
L'ensemble 0 etant K-convexe, soit 
(20) 
ou 0* possede la propriete (0). Puisque () e 0* on a x0 e 0 et done, 0 etant 
symetrique, -x0 e 0. D'apres 3.6 on a done aussi 
(21) 
En ecrivant Xo= -Xo+2xo on voit done qu'on a 2xo eO*. Avec (20) il 
s'ensuit qu'on a 3x0 e 0. En continuant ainsi on voit qu'on a 
(2n+ l)x0 eO 
pour n=O, 1, 2, .... La valuation de K etant non-archimedienne, on a 
J2n + 1J-7 0 si n -7 oo. Puisqu'on a suppose que E est un espace vectoriel 
topologique il s'ensuit (2n+ l)x0 -7 0. 
0 etant ferme il en resulte qu'on a () e 0. D'apres 3.6 0 possede alor~:~ 
la propriete (0). 
